
����� ���	��

��������
�� ���
����������� �����

� �����	������
���� �!�
�#"$��
��%�&���'������
	"(�)�*�+�

,.-�/1032547682:9�;�9�/
<=4>2@?A9�/CBD2E0�F!G>HJI /K2LBM0NGPO

Q O:-RBSBD2:TR-UOV;W-XBD2LBJHYGZ/\[U4]2^?W9�/CB_-UO`2E0�Fa254cbd[W-U4R0e[Uf Bhg>9iTj0D/k-



��� � �������
	��
����	������

Quantum

chaos

Disordered

systems

Number

theory

diagrammatic
perturbation

functions

theory
semiclassics

supersymmetry
Riemann-Siegel

Hardy-Littlewood
moments of
zeta- and L-

� 9�� 0 G 4�� 4XBM0 2E0D[ 0M9 g�/CG��P/k- f�f
9 B��

 ! 2LBSG /�"U9�/C9#"*B FABM0 9�f B	-U4$" bd[W-U4 0D[Uf T&%W-RG]B('*),+�+.-0/
 1 - 4$" G f f -R0D/�232*-UgUg�/ G - T4% 9 B 2 4a4U[ f�;>9�/ 05% 9 GZ/ F�'76.8�8:9;/



� ��� � ��� ����� ���	� � � � �����

 % 9 Bhg>9iTj0D/k- O HkGZ/ f HK- Th0NGZ/

� ��
���� �� � ����� ����� � ���! #"%$ � & � ')( ���! #"*$ � + � '�(-,/.�021436587:9 '<;>= � 
 �� �?�@�BA
� % 9�/C9DCFEHG I-J K L@MNEHG O G L IQPP-U4$" C �! #" EHG IRJ CFEHG ISO TCFEHG IVU
Q %W-RG>0 2:T B F BM0 9�f B �	2E0 %*0325f 9 / 9j?A9�/CB_- OdB F f�f
9h0e/1F ��-,� / 9i9�f 9�4R0 � 2@0 % 05% 9
HYGZ/ f HK- Tj0 G /(G�H 0 %X9DW -U[XBSBD2 -U4YX / 05%XG��]G 4W-UO[Z 4XB 9�f�;UOE9�-XB�G \ ] U

^ _�`�a Ecb/IRJ d b O bfehg:i*Ekjml d b�I 2EH/b n jd O bfeog[i p 1Qqsrp 1 � r 2EH/b t j
K(  )τ

τ

1

1Z 2 gW- 4XBD2LG 4�HYG /�Bhf -UO O]?�- O [ 9 BJG>H/b^ _	`ua Ecb/I-J d b O d b p l d bwvxl y�y�y



� � ����� 	 � � �s� ��� � �:� � ���	� � � �


 / - Ti9 HYGZ/)f�[UO:-�HYGZ/ 05% 9 "U9�4XBD2E0�F!G�H BM0S-R0 9 B
C�EHG I J L MNEHG O G L I�� TC4EHG I�l j

�
	���
 � � �������
���
.
�����

� %X9�/ 9 TC�EHG I��  EHG I"!$#&%QU:W [R0('5� 2 O OE9�/�'*),+�- )$/*)
+ � EHG IRJ �-, C/.


 / - Ti9�HYG / f�[UO:- 2EB 952>- Tj0�HYG / 1 2:9�f -U4U4 Bh[U/1HK- Ti9 B!G�H T G 4XBM0 - 4R0 4 9 � -R0 2@?A9
T�[U/1?�-R0e[U/ 9DJ10 6 9�O ;>9�/ � 0e/k- Ti9 HYG / f�[UO:- U

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-6

-4

-2

0

2

4

6



� ��� ��	���� ��� ������� ��� ��� 	 � ����	����

6 9�f�2:T�OL-XBSBD2:TR-UO -UgUg�/ G�2 25f -R0 2LG 4�HkGZ/ ^ Ecb/I
^ Ecb/I�� j

��� �
0
�	� � � �


� � � � � � � � � � � ����� M � O � � l � � �d
� %X9�/ 9 � � J d �
	 TC4EHG I - 4$" b J � ! � �

! 2 -,�>GP4A-UO'- gUg�/CG�2 25f -R032EGP4 ' I�9�/ /1F�P ),+���
 /
^ � Ecb/I�� d

� � � � � � � p MNE � O � � I
6 [Uf /)[UOE9 P��\-U4 4W-DF�P X 'jGZ/K2EG "U9���O f
9W2 "Z- '*),+��:9;/

� � � � � p MNE � O � � I � �

1 9 Bh[UO 0 � ^ � Ecb�I�� d b
� 4R0M9�/ g�/ 9h0S-R0 2LGP4 P�� / �U-Uf -U4�9h0 - O U '*),+�+��0/���� /CG ;W-U;>25O`2E0�Fc0 G /C9h0D[ / 4�� E � I^ � Ecb�I J � � 	 � � E � I



� � ��	���� �
��� �6� � ����	���� �
<=4]2@?A9�/CB_- O`2E0KF 254 9�4 9�/���F BM0S-R0 2LBM0 2:T B � 0 [ 4]2@?A9�/CB_-UO 2E0KF 254 BM0 -R0 2LBM0 2:T B G�H
g>9�/K2EG " 2:T�G / ;]2E0NBX+/);]2E0NB %W- ?A9+0 G ;>9�T GZ/ /C9�O:-R0 9#"�� ! 9�� 4 9�m���
	���
��s� ���� � ��� � � 
� ����� ��	 + ��	 � + 	 � � ��� � 
 + 
 � & 
 � �'

� E�� +�� � I�� d � � p EHG I �� _	`ua d � � � +
 EHG I l  E � I -XB � \ ]

� % 9�/C9

� _�`�a E"!�IRJ O �

� #�$&%(' E"! ! d I! ) p l d� ! * O + g $ !-,xE"!�I l , E d !�I/.
-U4$" ,xE"!�I J Q 2 E"!�I $&%(' E"!wIDO BD2 E"!�I + g $ E"!wIVU ' ��/�� -Uf -U4 9h0 -UO U P
),+�+��0/

0 25f�2@03254 � ;>9&%W-i?U2EGP[U/7���#Th0 2LGP4 / 9�gU[UO@BD2LG 41�
� _	`�a � d� ehg:i�! -RB ! \ 2



�x�4� � � ��� ����	���� ��� � ��� 	 � � � �
���4� �4�6�s�

� "0" 2E0 2LGP4�G�H\- g�G'254R0��_O`2��e9 B TR-R0 0 9�/ 9�/ 0NGa-�B FABM0 9�f
�	 J �	 
 l �
�SMNE�� O � 
 I � �

� G>0 " 9�� 4X9#" HkGZ/4C � d U�� gUgUO Faf
9h05%XG;" G�H B 9�O^H�� -$"���G 254 0 952A0M9�4RBD2LGP4 U
Z 4X9�/ ��F!Bhg>9iTj0D/ [ f G�H 0 %X9.4 9 � B F BM0 9�f

jYO � �L � r � ��� L E���
<I � pG O G L O ��� L E���
<I � pG � O G L�� J 2
<=4Ug>9�/ 0D[ / ;>9#" 9�4 9�/�� 2:9hB -U4$" � - ?A9
HN[U4XTh032EGP4XB -R0�� 
 "U9h0 9�/ f�254 9 05% 9�4 9��
9�4 9�/ ��F!Bhg�9iTh0e/ [UfDU
� G'254R0��_O`2��39 B TR-R0 0M9�/C9�/ " G 9 B 4XG�0 T&%W- 4,� 9�05% 9 Bhg�9iTh0e/k-UOiBM0 - 032LBM0 2:T B 254 �]9�4 9�/K2:T
T&%W-XG�032LT B F BM0M9�fDU '�6 0
�G]T���f - 4U4 P�6 9�;A- '*),+�+�� / P.I G��]G f G O 4 F�P 0�9�;�G 9�[RH
-U4$"�6 T&%Uf�2 ">0 ' 6�8�8.80/ /kU



� 	�� � � � ��	�� � ��� ��	 ���

 / - Ti9 HYGZ/)f�[UO:-�HYGZ/ 05% 9 "U9�4XBD2E0�F!G�H BM0S-R0 9 B

CFEHG I�� TCFEHG I l j
�
	 ��


�L � 
 � �
� L �� � ��� �

L �� �
.
�����

�#- 0N0S-DF�P � 2 / '�;A- P 1 G>B 9�4 b>? 2LBM0 '*) +.+:9�/kU 
 %X9 Bh[Uf / [U4XB G�?A9�/ -UO O
g>9�/K2EG " 2:T GZ/);]2E0NBJ-U4$" -UO O0" 2��$/k-XTh032^?W9
GZ/ ;]2@0 B�U	�AGZ/�
 � HkGPO " " 2��$/ - Th0 2@?A9 GZ/ ;>2E0 B

�
� L �� J � E 	 L � p I U


�

�
������
��

γ

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

ξ

! 2 -,�>GP4A-UO'- gUg�/CG�2 25f -R032EGP4�HYGZ/ " 2��$/k- Th0 2@?A9 GZ/ ;]2@0 B

^ � L �% Ecb/I-J ��� � p L b L qsrd L 


� % 9�/ 9 � 2LBJ0 % 9 " 2�� /k- Th0 2LG 4!T G 9�� TW2:9�4R0&05%W-R0 "U9 B T�/�25;>9 B 0 %X9�B TR- 0N0 9�/K254 �
g�/CG Ti9 BSB - 0&0 %X9.g�G 254 0 B TR-R0 0M9�/C9�/ U ' , U`6 U ) +.+�+ /



� 	 � ��������� �/�s� � �4�	� �

Q G / / 9�O:- 032LG 4XB+;>9h0 �#9i9�4�BD254,� OE9 � " 2��$/ - Th0 2@?A9 G / ;]2E0NB - 4$" g�9�/K2LG;" 2LT�G / ;]2E0NB
ε


 % 9 G � �7" 2 -,�>GP4W- OJT G 4R0D/�25;U[R0 2LG 4 0 G 0 %X9 HYGZ/ f HK- Th0NGZ/a2EB G ;R0S-]254 9 " ;DF
Bh[Uf�f�254 �*G�?A9�/ -UO O " 2��$/ - Th0 2@?A9�G / ;]2E0NB � %]2:T&%7-�/ 9�-UO f G>BM0 g>9�/K2LG;" 2:T

^ �
r
���� Ecb/I-J �

��� ��
 �� � "�� �
��� �
�
	 � �� E � 
 �� I 
 MNE � O � ��I

� 

��� O �	 � + � EHG I

 % 9 ��G'254R0 / 9hBh[UO^0 2LB

^ �
r
�� Ecb/I l ^ �

r
���� Ecb�I-J ��� � pd�� b p l d

�
b p���� � J 2

� % 9�/C9 �#9 [XB 9 " ��� � p J O � ��� � ')GPg 032:T -UOP05% 9 G / 9�f / U I G��]G f G O 4 F�P0�9�;�G'9�[RH -U4$"�6 T&%Uf�2E0 '76�8.8�80/ P , U`6 U ' 6�8�8.80/ U



� � �
��� � ����� ���4� � �4�	� � � � � ���

" GP[ ;UOE9 � " 2��$/k-XTh032^?W9 GZ/);]2E0�� BD254,� OE9 � " 2��$/k-XTh032^?W9 GZ/);]2E0 �
ε

" GP[ ;UOE9 � " 2��$/k-XTh032^?W9 GZ/);]2E0�� g>9�/�2LG;" 2:T GZ/ ;]2@0 �

2
ε

ε
1

BD254,� OE9 �7" 2��$/k- Tj032@?A9 GZ/ ;>2E0�� BD254,� OE9 �7" 2��$/k- Tj032@?A9 GZ/ ;>2E0 �

^ � p � Ecb/IRJ b v
�

j
�
��� �
	 l ��� � p ��� � O ��
 � p l ��� � p J 2



� � ��	 ��	���� ��� � �4� � � � � � ���

BD254,� OE9 �7" 2��$/k- Tj032@?A9 GZ/ ;>2E0�� BD254,� OE9 �7" 2��$/k- Tj032@?A9 GZ/ ;>2E0 �

BD254,� OE9 �7" 2��$/k- Tj032@?A9 GZ/ ;>2E0�� g>9�/K2EG " 2:T�G / ;]2E0 �

^ � p � Ecb/I-J bwv j
�
� � � 	 l ��� � p ��� � O ��
 � p l jd ��� � p
l ��� � p l d ��� � �J 2



� 	��0��� �/�s�6� � � � ��� �s� �

! 2 -,� /k-Uf�f -R032LT g>9�/ 0D[ / ;W-R0 2LG 4 952 gW-U4RBD2LGP4 HYGZ/�0 % 9 � / BM0705%U/ 9 9 0 9�/ f B.G�H
0 % 9 Bhg>9 Th0D/ -UO]HYGZ/ f HK- Tj0 G /

^ _	`ua Ecb/I-J d b O d b p l d bwvxl y�y�y
6 f�2E05% P 0�9�/ 4X9�/ -U4$" ��O 0 B %U[ OE9�/�' ) +�+��0/
X+4X9 �_O@GZG g " 2 -,� /k-Uf

(b)(a)
 �\G �_O@GZG g " 2 -,� /k-Uf



� ���6� � �&� ����� ��	���� � ��� �

(b)

(c)

(d)

(e)

(a)



� � ��	���� � 	��R�4�6��� �:�

1
ε

2

z Tz

z’

Tz’

S1

1

2

2

u

us

s

∆

�=Tj032LG 4 " 2�� 9�/C9�4 Ti9 � + J � � J , p � pd�� �
� %X9�/ 9 ������ � ��
	 � J j[U
' 
 [U/C9�� P 1 2:T&%R0 9�/ '76.8�8��0/ P 6 g>9&%U4X9�/ ' 6�8�8��0/ P , �[UO O@9�/ ' 6�8�8��0/ /



� � � �*�s� �F� � ����� �

<=4]2EHYG / f�O F�% F g>9�/ ;�GPO 2:T�B F BM0 9�f B��

� ?A9�/ -,� 9�4U[ f�;>9�/ G�H O^G G gXB�-UO@G 4,��0D/ - � 9iTj0 G /1F+G�H OE9�4,��0 % � T&%W-�/k- Tj0M9�/�2LB 9#"
;DF � J O � 254�� �xP � l C ��� 2LB �'2@?A9�4 ;DF � E � � � I�C � � % 9�/ 9

� E � � � I � d � � p EHG I � � � -XB � \ ]
Q G 4R0e/K25;U[R0 2LG 4�0NG 05% 9+HYGZ/ f HK-XTh0 G /

^ � p ���� Ecb/IRJ �
� � ��
 C � � � p� � E � � � I&� ���-� ��� MNE � O � � I

� 2

 % 9 b p �)0M9�/ f G�H%0 % 9 HYGZ/ f H�- Th0NGZ/ G /K2 �'254W-R0 9 B HN/CG f 05% 9 4 952A0���GZ/ "U9�/
T GZ/ /C9iTh0 2LGP4�0NG.0 %X9 OL-�/ � 9 � -XB F f�gR0NG>0 2:T B G>H�� E � � � I



� ���	� � � ��	���� ��� � ����� � 	������ 	 � � ��	����
,a2 4]25f -UO O@GZGPg OE9�4,�>05%c9 BM032 f -R0 90� � 
 ��� E � ������� ! d IRJ � EkjuI

ε

�P9�/K2EG " 2:T�G / ;]2E0 9 2'gA-U4XBD2LG 4cG�H � E � � � I�254i?AG O ? 254,�
� � � + g $ �

� �d J + g $ �
� � 
d

F 2:9�O "]B	T GZ/)/ 9iTh0 2LG 4�0 G.05% 9 O@GZGPg " 2LBM0e/K25; [R032EGP4

� E � � � I � d � � p EHG I � � � j l �
� �

ehg[i*E	� � I
1 9 Bh[UO 0�HYGZ/�HYG / f HK- Tj0 G / ^ � p ���� Ecb/I-J d b
, U`6 U P 1 2LT&%R0 9�/ ' 6�8�8 )$/ P�, U`6 U '76.8�8.60/



� � � �4� 	��
��� �8��� �5��� � ��� � �������

t

ε

4 2 3 4

4

6

8

10

t



� � ��� � ����� � �s� ����� �4�

Θm

Θn

ε(x,y)

(x’,y’)

a)

➤➤

➤➤

➤ ➤

A

➤➤

➤

➤

➤

➤

ε
W

b)

W’

A

1 2:T&% 0M9�/!P(, U`6 U ' 6�8�8.60/



� � � � �s�s� � �����

� � �����
	��
� ����������� ������������ !��"#���%$ &�'(������)*$ + �,"-	��.�0/1$
2 ���
	3)(� �����4$657 8	� !���.9;:

� <=�>������"-?@�����  A/ �
/
�*����BC�� D"!' �E/��E	F�C� � �HG=���I�C�J$ KL"!'(�
	F���M$
&N�*�����.���M$PO Q�� R S�(�@:

� TU"S���.��� ���I9��(�V� ���W�������4$ TX�����Y S�(�Z$ O Q�� R S���M$ T[�.�
���*$\57 A	^]
 !���.9;:

� _`	a�.���b����"8c.���V�d�� D"8	e/ '� !�����f�g�h��TX�����Y S�(�M$�<[�i���i�%$�&>��"8	E�%$
�j�� k]
	F�,$�TX�(�H�l"S�����C:

� &m���(	 ���n"o�f� �Z&�'������i)*$Ppq���� r� �����4$ 2 �."o�f�( s:

� _ �*�(� tu�����1	a�
� �E/��E	��(� � ��pq���� r� �����4$b&>'�������)*$wvL�(	Z	E�J�x$
2 �."S�f�� s:


